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Contexte du sujet de stage

Dans de nombreux problèmes d’apprentissage statistique, les données se présentent sous
une forme plus complexe que de simples vecteurs réels. C’est par exemple le cas lorsqu’on
utilise des représentations de ces données sous la forme de mesures de probabilités. C’est
en particulier nécessaire lorsqu’on étudie des exemples spécifiques en analyse de textes
(nuages de mots pour l’étude du langage en Natural Language Processing), en vision par
ordinateur ou traitement du signal. L’utilisation de la notion de distance de Wasserstein
associée au problème de transport optimal entre des mesures de probabilités est un outil
privilégié pour la comparaison de ce type de données. Pour une présentation de nombreux
exemples des applications du transport optimal en apprentissage automatique (machine
learning), on pourra consulter le livre récent (et tutoriels associés) de Cuturi & Peyré sur
les aspects numériques du transport optimal à l’URL :

https://optimaltransport.github.io/

Un ouvrage de référence très complet sur les aspects mathématiques du transport optimal
est également le livre [20] de Cédric Villani.

L’utilisation d’outils issus de la théorie du transport optimal permet ainsi d’atteindre
les performances de l’état de l’art pour des applications variées, en particulier dans les
modèles génératifs (d’images) à l’aide d’approches basés sur les GAN (Generative Adver-
sarial Networks) [14]. Ces modèles génératifs (dont Yann LeCun a jugé qu’il s’agissait “de
l’approche la plus intéressante en Machine Learning de ces 10 dernières années”) ont des
applications très vastes en I.A., dont on pourra trouver quelques exemples d’application
ici :

https://en.wikipedia.org/wiki/Generative_adversarial_network

Au delà de son intérêt statistique incontournable, la pierre angulaire et le facteur lim-
itant dans l’utilisation de distances de Wasserstein pour l’apprentissage statistique est le
coût de calcul numérique (et plus précisément son approximation) du transport optimal
entre deux mesures de probabilités. Le sujet de ce stage porte sur l’étude des propriétés
asymptotiques (convergence presque sûre et théorème central limite) d’estimateurs d’une
distance de transport (possiblement régularisée) basés sur des algorithmes stochastiques
qui ont été récemment introduits dans [13].

Plus précisément, soient X et Y deux espaces métriques, et notonsM1
+(X ) etM1

+(Y) les
espaces des mesures de probabilités à support sur X et Y. Pour deux mesures µ ∈M1

+(X )
et ν ∈M1

+(Y), on note Π(µ, ν) l’espace des mesures de probabilités à support sur l’espace
produit X × Y dont les marginales sont µ et ν. Le problème du transport optimal (et sa
version régularisée [8]) entre deux mesures µ ∈ M1

+(X ) et ν ∈ M1
+(Y) est alors définie

par le problème de minimisation convexe suivant (formulation de Kantorovich) :
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(1.1) Wε(µ, ν) = min
π∈Π(µ,ν)

∫
X×Y

c(x, y)dπ(x, y) + εKL(π|µ⊗ ν),

où c ∈ C(X ×Y) est la fonction de coût du déplacement d’une masse de la position x ∈ X
à y ∈ Y, ε ≥ 0 est un (possible) paramètre de regularisation, et KL est une divergence de
type Kullback-Leibler entre un plan de transport π et la mesure produit ξ = µ ⊗ ν sur
X × Y définie par

KL(π|ξ) =

∫
X×Y

(
log
(dπ
dξ

(x, y)
)
− 1
)
dπ(x, y).

Dans le cas particulier où X = Y est un espace muni d’une métrique d et c = dp avec

p ≥ 1, la valeur W
1/p
0 (µ, ν) est classiquement appelée la p-distance Wasserstein distance

sur l’ensemble des mesures de probabilitésM1
+(X ) (avec une condition supplémentaire de

moment).
La formulation (1.1) est un problème d’optimisation convexe délicat dont la minimi-

sation n’admet généralement pas de forme explicite. Une formulation semi-duale de ce
problème a été récemment introduite dans [13] qui permet d’écrire l’expression de Wε(µ, ν)
comme le problème de maximisation suivant :

(1.2) Wε(µ, ν) = max
v∈C(Y)

E[hε(X, v)] = max
v∈C(Y)

∫
X
hε(x, v)dµ(x),

où

- C(Y) représente l’espace des fonctions continues sur Y,
- X ∈ X est une variable aléatoire de loi µ,
- E correspond à l’espérance de la variable aléatoire hε(X, v),
- hε : X × C(Y) → R est une fonction connue et simple à calculer qui dépend de la

loi ν et de la fonction de coût.

La formulation semi-duale (1.2) permet alors d’envisager un algorithme stochastique qui
vise à approcher un maximiseur v∗ ∈ C(Y), et donc d’estimer ainsiWε(µ, ν) = E[hε(X, v

∗)].

Algorithmes stochastiques en Machine Learning

Les algorithmes stochastiques ont connu un regain d’intérêt ces 10 dernières années après
le développement de certaines applications en Deep Learning (algorithme stochastique de
rétro-propagation du gradient pour l’apprentissage de réseaux de neurones). Ce stage
cherchera en particulier à appliquer certains progrès dans le domaine des algorithmes
d’optimisation stochastique à l’optimisation semi-duale obtenue dans (1.2).

Le principe de l’optimisation stochastique est de maximiser des fonctions objectifs
s’exprimant sous la forme d’espérance (comme Wε(µ, ν)) en utilisant une suite de vari-
ables aléatoires i.i.d. X1, . . . , Xn. Cette suite de variables aléatoires permet alors de
considérer un algorithme d’optimisation stochastique qui construit une suite on-line de
vecteurs aléatoires V1, . . . , Vn qui converge vers un minimiseur de la fonction objectif v∗.
Dans le cas particulier où ν est une measure discrete (somme de diracs) à support sur J
points de Y, alors (1.2) revient à un problème d’optimisation sur l’espace RJ .

Des algorithmes de descente de gradient stochastique (de type Robbins-Monro [10]) ont
été récemment proposés dans [4, 13] pour résoudre le problème d’optimisation (1.2). Le
but de ce stage est d’étudier les possibilités de développer des algorithmes stochastiques du
second ordre de type Newton (i.e. exploitant la connaissance ou l’estimation de la Hessienne
de la fonction objectif au point courant) pour résoudre ce problème en s’appuyant par
exemple sur l’approche proposée dans [5] pour la régression logistique.
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Principaux objectifs du stage

Les objectifs du stage seront donc multiples, à la fois théoriques et appliqués. Il s’agira
dans un premier temps d’étudier la convergence d’un algorithme stochastique de New-
ton pour construire une suite de vecteurs aléatoires V1, . . . , Vn qui approxime v∗. On
s’intéressera en particulier :

- à l’étude de la convergence presque sûre lorsque n→∞ de (Vn)n≥1 et à la recherche
d’un théorème central limite identifiant la vitesse de convergence de (Vn)n≥1 ainsi
que sa variance asymptotique,

- au problème de la construction d’un estimateur Ŵε,n de Wε(µ, ν) pour lequel on
pourra également étudier la convergence en loi (TCL).

Les principales étapes du stage pourront être les suivantes.

(1) Dans un premier temps, on étudiera le cas régularisé (ε > 0) en distingant les
situations suivantes :

- le cas où ν est une mesure discrète (transport discret ou semi-discret) pour
lequel la formulation semi-duale (1.2) devient un problème d’optimisation
stochastique bien connu sur un espace Euclidien de dimension finie (voir par
exemple [10, 19]) et où des résultats non-asymptotiques peuvent même être
établis [11],

- cas où ν est une mesure absolument continue (transport continu) pour lequel la
formulation semi-duale (1.2) devient un problème d’optimisation stochastique
sur un espace de Hilbert, et on fera le lien avec des travaux récents [2, 7] sur
ce thème.

(2) Dans un second temps, on s’intéressa à la situation potentiellement plus délicate
du cas non-régularisé (ε = 0) où l’absence de forte convexité induit des difficultés
théoriques significatives (voir [11]).

(3) Des exemples numériques pourront également être étudiés à l’aide de données
réelles ou synthétiques afin d’illustrer les résultats théoriques obtenus.

Le stage est de nature à la fois théorique et numérique. Les principales notions abordées
feront appel à des outils de probabilité, statistique mathématique et d’optimisation avec
des applications possibles en traitement de données en grande dimension. Il nécessite
une bonne formation en mathématiques appliquées, ainsi que la mâıtrise du langage de
programmation Python pour le calcul scientifique et l’analyse de données.

2. Poursuite en thèse

En fonction de son déroulement, le stage pourra déboucher sur une thèse autour de
la thématique “Propriétés statistiques des modèles génératifs d’images (GAN)
basés sur le transport optimal, et applications en IA.” s’inscrivant dans le cadre
du projet ANR 2019-2023 “Masdol: Mathematics of Stochastic and Deterministic
Optimization for Deep Learning”.

Une version des modèles génératifs adversariaux à base de réseaux de neurones (GAN -
Generative adversarial networks) [14] basée sur le transport optimal [1] peut se formaliser
de la façon suivante. On suppose que l’on observe une suite de variables aléatoires i.i.d.
Y1, . . . , YJ à valeurs dans Y de loi inconnue ν (par exemple un ensemble d’images 2D), et
l’on souhaite pouvoir construire un générateur aléatoire de données dont les valeurs “sont
proches” d’une variable aléatoire qui serait simulée selon la loi ν.

Plus précisément, il est supposé que l’on choisit une classe de générateurs G = (gθ)θ∈Θ

où pour tout θ ∈ Θ ⊂ Rp, gθ : Rd → Y est une fonction paramétrique où d est typiquement
petit par rapport à la dimension de Y (par exemple espace des images). Classiquement,
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gθ est construit à partir d’un réseau de neurones profond dont le nombre p de paramètres
(dimension du vecteur θ) peut être très grand de sorte à donner beaucoup de flexibilité au
générateur.

Etant donné une variable latente Z de loi connue ζ (par exemple la loi uniforme sur
[0, 1]d) et un paramètre θ ∈ Θ, on génère de façon simple un nouvel élément à valeur dans
Y en considérant Xθ = gθ(Z) qui est une variable aléatoire de la loi µθ (mesure image de la
loi de Z par l’application gθ). Afin de générer de nouveaux éléments dont les valeurs “sont
proches” de celles observées dans l’échantillon Y1, . . . , YJ , un modèle génératif basé sur le
transport optimal (possiblement régularisé) consiste à résoudre le problème variationnel
suivant

(2.1) θ̂ ∈ arg min
θ∈Θ

Wε(µθ, ν̂J) où ν̂J =
1

J

J∑
j=1

δYj ,

c’est à dire trouver un paramètre θ̂ telle que la loi µθ̂ soit proche de celle de la mesure
empirique ν̂J .

Dans ce contexte, il est à noter que les mesures µθ et ν̂J sont à support dans le même
espace X = Y. La génération de nouvelles données (par exemple des images), se fait donc
ensuite simplement en tirant aléatoirement une variable Z et en considérant Xθ̂ = gθ̂(Z).
Ce type d’approche peut conduire à la génération d’images de visages qui semblent très
réalistes, voir par exemple cet article :

https://en.wikipedia.org/wiki/StyleGAN

Le problème variationnel (2.1) peut également se ré-écrire comme un problème d’optimisation
minimax

(2.2) min
θ∈Θ

max
v∈RJ

∫
Rd

hε(gθ(z), v)dζ(z)

qui est un problème très relié à la théorie des jeux à somme nulle [17]. La fonction
hε : X × RJ → R est définie par (ici X = Y)

(2.3) hε(x, v) =


1
J

∑J
j=1 vj + min1≤j≤J {c(x, yj)− vj} pour ε = 0,

1
J

∑J
j=1 vj − ε log

(
1
J

∑J
j=1 exp

(vj − c(x, yj)
ε

))
− ε pour ε > 0.

Deux problématiques seront alors au centre de projet de thèse :

• Adam Construire et étudier les propriétés de converge d’algorithmes stochastiques pour
résoudre le problème d’optimisation minimax (2.2) et obtenir une bonne approx-

imation numérique de θ̂. Pour cela, il est envisagé d’utiliser des algorithmes de
type descente de gradient stochastique sur l’espace de paramètre Θ. L’optimisation
des paramètres d’un réseau de neurones est un problème d’optimisation stochas-
tique non-convexe qui est délicat. Actuellement, les méthodes numériques les plus
utilisées sont basées sur les algorithmes Adam [15] ou RMS-Prop qui sont des al-
gorithmes du second ordre non-linéaires, adaptant les vitesses d’évolutions des
dynamiques gradient au paysage de la fonction à optimiser. Il conviendra bien
sûr d’adapter au cadre du problème d’optimisation (2.2) l’une de ces deux méth-
odes récentes. Par ailleurs, les propriétés théoriques de l’algorithme Adam sont
toutefois assez peu étudiées. L’un des enjeux de ce projet de thèse est d’arriver à
une meilleure compréhension des propriétés de convergence de l’algorithme d’Adam
dans le contexte des GAN basés sur le transport optimal. Dans ce but, une piste
intéressante serait d’introduire une version en temps continue d’ADAM telle que
proposée récemment dans [3, 9] sous la forme d’une equation différentielle ordinaire

https://en.wikipedia.org/wiki/StyleGAN
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non-autonome. Cette partie de la thèse se placerait dans le cadre de l’analyse de
systèmes déterministes à temps continu [6], comme moyen de comprendre la dy-
namique des algorithmes d’optimisation numérique, et leurs versions stochastiques
[12].

• Approximation étudier les propriétés d’approximation de la mesure inconnue ν (loi de génération
des images observées Y1, . . . , YJ) par la mesure µθ̂ dans un cadre non-asymptotique.
Il conviendra d’étudier l’influence des choix du paramètre de régularisation ε et
de la classe de générateur G paramétrée par des réseaux de neurones profonds,
voire de faire dépendre ε du nombre d’observations n avec εn → 0. De nombreux
travaux récents existent sur ce sujet (voir par exemple [18]). Dans cette autre
partie de la thèse, il sera proposé de se placer du point de vue de la statistique
mathématique (approche nonparamérique, inégalités oracles, convergence optimale
au sens minimax) en s’inspirant de travaux récents [16] dans cette direction pour
l’analyse des modèles GAN.
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